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Проблема оптимизации траектории перемеще
ния объекта в трехмерном пространстве с препят
ствиями является актуальной. В качестве такого
объекта может рассматриваться груз, перемеща
емый грузоподъемными машинами.
Алгоритм вероятностной дорожной карты PRM
(Probabilistic Road Map) относится к современным
подходам в области планирования траекторий. Этот
подход считается одним из ведущих при планирова
нии движения, в первую очередь для механических
систем со многими степенями свободы в среде
с препятствиями. Вероятностный метод PRM явля
ется высокоэффективным, простым в реализации,
и применимым для различных видов задач, связан
ных с планированием траектории движения [1, 2].
Представляется целесообразным использова
ние преимуществ алгоритма вероятностной дорож
ной карты (ВДК) при решении задачи оптимиза
ции траектории перемещения объемного объекта
груза в среде с препятствиями с учетом координат
угловой ориентации.
Постановка задачи. Заданы линейные и угло
вые координаты груза в начальной sнач и в конеч
ной sкон точках траектории груза в пространстве:
sнач=(xн0,yн0,zн0,н0,н0); sкон=(xк0,yк0,zк0,к0,к0),
где xн0, yн0, zн0 – линейные координаты точки начала
локальной прямоугольной системы координат гру
за OgХgYgZg в неподвижной прямоугольной системе
координат O0Х0Y0Z0, связанной с рабочей областью
перемещений, соответствующие начальному поло
жению груза; xк0, yк0, zк0 – линейные координаты,
соответствующие конечному положению груза; н0,
н0 – координаты углов поворота груза вокруг осей
Хg, Yg в начальной точке; к0, к0 – угловые коорди
наты, соответствующие конечному положению
груза в пространстве.
Ось X0 неподвижной системы координат напра
влена параллельно линии, соединяющей две точки
в пространстве: начальную sнач и конечную sкон точ
ки траектории. Это позволяет упростить расчет
и уменьшить объем вычислений.
Линейные и угловые координаты груза заданы
на равномерной сетке: i[1;imax]; j[1;jmax];
k[1;kmax]; l[1;lmax]; m[1;mmax]. Индексы i, j, k соот
ветствуют линейным перемещениям точки начала
локальной системы координат груза соответствен
но вдоль осей X0, Y0, Z0, а индексы l, m – двум углам
поворота груза 0, 0 вокруг собственных осей со
ответственно. Задан umap – шаг дискретности угло
вых координат  и .
В локальной системе координат груза OgХgYgZg за
даны координаты габаритных точек (R

g)ig, ig[1;cг]
на поверхности объемного тела груза, определяю
щие его форму. Координаты точек заданы вектора
ми вида (R

g)ig=[xig yig zig 1]T , где xi, yi, zi – координа
ты точки i в локальной системе координат груза.
В неподвижной системе координат O0Х0Y0Z0 за
дана дискретная матрица высот препятствий
YПР(i,k), где i, k – индексы координат x0, y0 соответ
ственно: i[1;imax]; k[1;kmax].
Для дискретного описания исходных данных
задачи формируется граф Gr=(Sr,Er), где
Sr={s1,s2,…,sng} – множество вершин графа,
Nr={(si1,sj1)}ngi1, j1=1 – множество дуг (ребер). Общее ко
личество вершин графа ng определяется заданным
количеством рассматриваемых точек в простран
стве конфигураций, свободном от препятствий.
Необходимо найти оптимальную траекторию S*
с минимальным значением целевой функции L*
произвольного вида из начальной вершины sнач
в конечную вершину sкон, представляющую собой
последовательность из нескольких вершин графа
дорожной карты Gr: S*={sp}snp–1. Каждой вершине гра
фа соответствует определенное пространственное
линейноугловое положение груза в свободном
пространстве дорожной карты.
Структура графа дорожной карты определяется
квадратной матрицей весов дуг N=[Li1,j1]ngi1,j1=1. Значе
ния весов Li1, j1 определяются по зависимости целе
вой функции.
В качестве целевой функции может использо
ваться любой интегральный критерий оптимально
сти на основе координат груза в точках его траек
тории. В качестве примера использовалось среднее
взвешенное значения длин линейных и угловых
перемещений L. В случае дискретного представле
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ния траектории среднее взвешенное Lij между дву
мя точками траектории i и j может быть предста
влено в виде [3]:
Полное выражение целевой функции отдель
ной траектории S для дискретного представления
имеет вид [3]:
(1)
где imax – число точек отдельной дискретной траек
тории.
Если две вершины не соединены между собой,
например, по причине наличия препятствий между
ними, вес соответствующей дуги (ребра) графа при
нимается равным бесконечно большому значению:
Li1, j1=.  (2)
Существует несколько реализаций алгоритма
ВДК с различными подходами к формированию
дуг между вершинами и матрицы весов графа соот
ветственно.
Традиционный подход, применяемый для сое
динения точек дугами в 2х и 3мерном Евклидо
вом пространстве, заключается в использовании
быстрого и простого алгоритма соединении дугами
каждой точки с ближайшими соседями, например,
при помощи метода триангуляции [1, 2].
Достоинством такого подхода является его про
стота и эффективность, поскольку при соединении
соседних точек в свободном пространстве, находя
щихся на минимальном расстоянии друг от друга,
можно пренебречь проверкой на пересечение с пре
пятствиями промежуточных положений объекта.
Для решения поставленной задачи данный под
ход является неполным, т. к. в nмерном случае,
т. е. при рассмотрении не только трех линейных,
но и нескольких угловых координат, проверка
на пересечение с препятствиями промежуточных
положений объекта между двумя точками становит
ся необходимой, без нее возможно соединение вер
шин с ближайшими соседями только с учетом ли
нейных координат, в результате чего могут быть по
теряны глобально оптимальные пути перемещения.
Предложен и реализован другой подход, обла
дающий полнотой. Полученные случайным образом
вершины графа соединяются между собой дугами
с учетом видимости, т. е. выполнением условия не
пересечения с препятствиями при движении из вер
шины в вершину по прямой в пространстве конфи
гураций. Выполняется проверка видимости между
текущей вершиной si1{Sr} и каждой из подмноже
ства вершин sj1{Sx} с большими или равными зна
чениями линейной координаты груза x. Подмноже
ство {Sx} формируется из множества {Sr} по условию:
(3)
где {Sx}{Sr}.
После того, как сформирована матрица весов
графа [N], осуществляется поиск кратчайшего пути
между двумя вершинами графа (sнач и sкон) при помо
щи традиционных алгоритмов поиска на графе.
Далее выполняется интерполяция и локальная
оптимизация найденной траектории. После локаль
ной оптимизации найденная траектория предста
вляет собой последовательность из смежных вер
шин, заданных на равномерной решетке S={sp}imaxp=1.
Описание модифицированного алгоритма ВДК пе!
ремещения груза, положение которого определяют
3 линейные и 2 угловые обобщенные координаты.
1. Задание численных значений исходных дан
ных: sнач=(xн0,yн0,zн0,н0,н0); sкон=(xк0,yк0,zк0,к0,к0); {R

g};
imax; jmax; kmax; lmax; mmax; [YПР]; ng; c; u; optmax; lзап_г; lзап_в.
Параметры соответствуют описанным при по
становке задачи. Собственный параметр алгоритма
ВДК, задаваемый эмпирически: ng – количество
вершин графа дорожной карты.
2. C использованием методики построения по
лидистантных поверхностей вокруг реальных по
верхностей препятствий, заданных дискретно
в трехмерном пространстве [6], формируется мас
сив [Ymin] гиперповерхности минимальных значе
ний вертикальных координат условного центра
груза с учетом его угловых координат: Ymin(i,k,l,m),
i[1;imax]; k[1;kmax]; l[1;lmax]; m[1;mmax]. Гиперпо
верхность представляет собой функцию минималь
но возможных (при выполнении условия непересе
чения с препятствиями) значений вертикальной
координаты y точки начала локальной системы ко
ординат груза OgХgYgZg, принятой за условный центр
груза, в неподвижной системе координат O0Х0Y0Z0.
3. Генерируется случайным образом множество
вершин Sr={s2,…,sng–1} графа дорожной карты, пред
ставляющих собой точки в пространстве конфигу
раций, т. е. возможные положения груза в пределах
заданной сетки координат, в которых он не пересе
кается с препятствиями.
Для создания дорожной карты при помощи ге
нератора случайных чисел создается ng точек
в пространстве конфигураций с координатами:
sp=(xp,yp,zp,p, p), p[2;ng–1],
где
xp=ipl; yp=jpl; zp=kpl; p=(lp–0,5lmax)u; 
p=(mp–0,5mmax)u;                          (4)
ip=[Rand imax]; jp=[Rand jmax]; kp=[Rand kmax];
lp=[Rand lmax]; mp=[Rand mmax].                 (5)
где Rand – случайное число с равномерным зако
ном распределения в диапазоне [0; 1].
Значения (xp,yp,zp,p,p), полученные для каждого
значения p, должны удовлетворять условию непере
сечения груза с полидистантной (эквидистантной)
поверхностью [YЭ], что через массив гиперповерх
ности Ymin описывается следующим условием:
ypYmin(ip,kp,lp,mp).                           (6)
При выполнении этого условия значение p уве
личивается на 1, в противном случае генерация от
дельной точки по (4), (5) повторяется.
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Первая (p=1) и последняя (p=ng) точки траекто
рии будут совпадать с начальной и конечной за
данными точками:
s1=sнач=(xн0,yн0,zн0,н0,н0); sng=sкон=(xк0,yк0,zк0,к0,к0).
4. Формируется матрица весов дуг N=[Li1,j1]ngi1,j1=1.
Выполняется проверка видимости между текущей
точкой si1{Sr} и каждой из подмножества точек
sj1{Sx} с большими или равными значениями ли
нейной координаты груза x. Подмножество {Sx}
формируется из множества {Sr} с выполнением
условия (3). Для этого, используется два вложен
ных цикла: внешний i1[1;ng] и внутренний
j1[1;ng]. Для каждого сочетания значений i1 и j1
осуществляется проверка выполнения условия(3).
При невыполнении данного условия вес дуги (si1,sj1)
принимается равным бесконечно большому значе
нию по (2).
Если условие выполняется, то проводится до
полнительная проверка выполнения условия непе
ресечения с препятствиями всех точек, лежащих
на прямой в пространстве конфигураций между
точками si1 и sj1. Находят применение два способа
осуществления подобной проверки [1, 4]: 1) при
помощи инкрементного алгоритма (алгоритма по
следовательных малых приращений); 2) при помо
щи рекурсивного алгоритма деления отрезка попо
лам (используя метод дихотомии).
Проведенные рядом зарубежных авторов иссле
дования показали, что рекурсивный алгоритм де
ления отрезка работает в общем случае быстрее ин
крементного [1, 4]. Причина в том, что в среднем
положении любого отрезка груз имеет самую высо
кую вероятность пересечения с препятствием, если
таковое имеет место.
Осуществлялась проверка выполнения условия
непересечения с препятствиями всех точек, лежа
щих на прямой в пространстве конфигураций
между точками si1 и sj1, используя второй способ,
по следующей модификации рекурсивного алго
ритма.
4.1. Переменная break, определяющая наличие
(break=1) либо отсутствие (break=0) пересечения
груза с препятствиями при движении по прямой
в пространстве конфигураций между двумя точка
ми si1 и sj1, принимается равной нулю:
break=0.                                     (7)
4.2. В цикле с идентификатором i2 происходит из
менение значения индекса i2 от 1 до некоторого мак
симального значения i2max, определяемого условием
LLmin,
где Lmin – постоянная величина;
где x2=(xi1–xj1)/i2; y2=(yi1–yj1)/i2; z2=(zi1–zj1)/i2;
2=(i1–j1)/i2; 2=(i1–j1)/i2.
Изменение индекса i2 на каждой итерации ци
кла i2 происходит по закону геометрической про
грессии (увеличение в 2 раза):
i2=i2.2.
Значение i2 определяет количество равноот
стоящих друг от друга точек на прямой между точ
ками si1 и sj1, в которых на текущей итерации цикла
i2 происходит проверка пересечения груза с пре
пятствиями, рис. 1.
Рис. 1. Графическая интерпретация модификации рекур'
сивного алгоритма деления отрезка пополам (при'
мер на плоскости, дерево рекурсии)
4.3. Кроме того, на каждой итерации цикла
i2 во вложенном цикле j2 с интервалом в 1 варьи
руется вспомогательный индекс j2:
j2[1; i2.2].
Максимальное значение j2=i2.2 определяет
суммарное количество точек, проверенных на пе
ресечение с препятствиями с начала цикла i2. При
чем, на каждой итерации цикла i2 во вложенном
цикле j2 проверяются новые точки, не совпадаю
щие с проверенными на предыдущей итерации i2,
рис. 1. Для этого на каждой итерации алгоритма
i2 определяются собственные значения координат




Затем во вложенном цикле j2 вычисляются ко




Соответствующие индексы координат на рав
номерной дискретной сетке определяются следую
щим образом:
i=[x2/l]; j=[y2/l]; k=[z2/l]; l=[(2–min)/u];
m=[(2–min)/u].                           (8)
4.4. Далее во вложенном цикле j2 для текущей
проверяемой точки с индексами координат (8) вы
полняется собственно проверка условия непересе
чения груза с препятствиями (6). В случае, если
данное условие не выполняется, т. е. имеет место
пересечение груза с препятствиями, переменная
break принимается равной 1, и одновременно ци
клы j2 и i2 прерываются:
break=1.
4.5. Данный пункт выполняется после заверше
ния либо прерывания вложенных циклов j2 и i2. Вы
полняется проверка условия (7). Если данное усло
вие не выполняется, т. е. имеет место пересечение
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Рис. 2. Блок'схема модифицированного алгоритма ВДК для 5'и учитываемых обобщенных координат груза
si1 в sj1, вес соответствующей дуги (ребра) графа при
нимается равным бесконечно большому значению
по (2). В случае выполнения условия (7) вес дуги рас
считывается как значение целевой функции по (1).
5. Осуществляется поиск кратчайшего пути
между двумя вершинами графа (sнач и sкон) при помо
щи алгоритма Дейкстры. Результатом поиска явля
ется оптимальная траектория S * с минимальным
значением целевой функции L*, представляющая
собой последовательность из нескольких вершин
графа дорожной карты Gr: S*={sp}snp=1.
6. Осуществляется линейная интерполяция
найденной траектории на равномерной сетке
обобщенной координаты xi(i[1;imax]) для вычисле
ния обобщенных координат yi, zi, i, i.
В результате интерполяции получается траекто
рия, представляющая собой последовательность
из смежных вершин, заданных на равномерной ре
шетке S={sp}imaxp=1.
7. Выполняется локальная оптимизация интер
полированной траектории S*.
8. Определяется уточненное значение целевой
функции L* оптимизированной лучшей траектории
S* по (1).
9. Вывод результатов: L*, S*. Окончание работы
алгоритма.
Блоксхема модифицированного алгоритма
ВДК приведена на рис. 3.
Примеры найденной траектории S* (точки на
чала координат системы груза) и этой же траекто
рии после интерполяции и локальной оптимиза
ции с указанием положений осей груза в форме
цилиндра приведены на рис. 2, а и б, соответствен
но. Для неоптимизированной траектории положе
ния осей цилиндра не показаны, чтобы не затем
нять рисунок. Груз в форме цилиндра в рассматри
ваемом примере имел габаритный диаметр
0,5 условных единиц, и высоту 2 условные едини
цы. Траектория после локальной оптимизации на
рис. 2, б, совпадает с глобальным минимумом за
данной целевой функции. Время поиска приведен
ной в качестве примера траектории составило ме
нее 2 с на ЭВМ средней производительности (AMD
Athlon 64 X2 Dual Core Processor 5600+2,90 ГГц)
при количестве узлов графа ng=800.
Рис. 3. Примеры найденной траектории модифицирован'
ным алгоритмом: а) до и б) после локальной опти'
мизации
Выводы
Одним из эффективных методов оптимизации
траектории движения объекта в трехмерном про
странстве с препятствиями является модифициро
ванный метод вероятностной дорожной карты.
Предложенный в работе модифицированный
алгоритм реализован в средах Microsoft Visual C++
и MATLAB. Эффективность алгоритма подтвер
ждена конкретными расчетами, которые показали,
что траектория движения объекта после локальной
оптимизации совпадает с глобальным минимумом
целевой функции. Алгоритм обладает сравнитель
но высоким быстродействием по сравнению с ана
логичными, его применение возможно в системах
автоматического управления грузоподъемными
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